TOL403G - Greining Reiknirita
Samantekt um splay tré

1 Skilgreining

Splay tré eru venjuleg tvileitartré nema ad insert, search og delete adgerdirnar fera
hnutana efst 1 tvileitartréd. Hnudtarnir eru ferdir med sérstakri splay adgerd.
Splay adgerdin er mismunandi eftir pvi hvar hndturinn er. Ef vid framkvemum splay ad-

gerd 4 hnuti x { trénu eru 4 tilfelli
1. x er rétin, pé er ekkert gert

2. x er barn rétar, pa er x sniid upp i rétina, p.e. hegri snuningur ef x er vinstra barn rétar
og ofugt.

3. x er vinstra barn y og y er vinstra barn z. P4 er y hagri snidid fyrst og sidan x hegri sniid
(eins fyrir hegra-hagra barn)

z —

N

4. x er vinstra barn y og y er hagra barn z. P4 er x hagra sniid og = svo aftur vinstra sniid
(eins fyrir hegra-vinstra barn)

z — T

2  Uppsofnud timaflekja

Setning 2.1. Fyrir splay tré eftir n innsetningar og m splay adgerdir er heildartimafleekjan
O(mlogn).



Timaflzekjan er fyrir m adgerdir og kallast uppsofnud timaflekja. Olikt pvi sem vid hofum
fyrir raud-svort tré er ekkert gott mat 4 hverri insert, search og delete adgerd heldur
hofum vid adeins ad per taka { mesta lagi O(logn) ad medaltali ef vid dreifum kostnadinum &
allar adgerdir.

3 Greining timafleekju

Vid sénnum setningu [2.1 med pvi ad sanna sterkari nidurstodu

Fyrir hnit = skilgreinum vid tw(z) sem fjolda hndta { hluttrénu sem er med rét i x og
rank(z) = [log(tw(x))]. Hugmyndin er ad geyma peninga { trénu sem hjalpa okkur ad halda
utan um fjolda adgerda sem hafa verid framkvamdar.

Fastayrding fjarmala hver hnitur x { trénu hefur rank(z) peninga.

I hvert skipti sem vid framkvamum adgerd borgum vid dkvedid mikid inn { kerfid, hluti
fer 1 pad ad borga “laun” fyrir vinnuna og hluti fer i ad sja til pess ad allir hnitar hafi neegan
pening. I hvert skipti sem vid framkvamum O(1) adgerdir borgum vid 1 pening { laun.

Lemma 3.1. Splay adgerd d x med rot v parf i mesta lagi 3 (rank(v) — rank(x)) + 1 peninga
til ad viohalda peningakerfi og borga fyrir adgerair.

Sonnun. Vid gerum rad fyrir ad 4 trénu sé negur peningur og vid sonnum ad hvert 1itid splay
skref vidhaldi peningaskilyrdinu { hverjum hniti og geti borgad nég i laun. Vid notum —+1
partinn fyrir sidasta skrefid pegar x er 6t eda x er barn rétar. Léatum rank’ og tw’ visa til
trésins eftir breytingu. Tokum eftir ad ef x er barn y pd er tw(z) < tw(y) og pvi gildir
rank(z) < rank(y).

Vid skiptum 1 4 tilfelli eftir pvi hvada splay adgerd er framkvamd.

1. x er rét, pd er v = z og 3 (rank(v) — rank(x)) + 1 = 1, vid breytum ekki trénu og
borgum 1 pening { laun.

2. x er barn rétarinnar
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P4 breytast hluttrén { A, B, C' ekkert. P4 gildir rank’(z) = rank(y) og vid purfum ad
bata vid

rank’(y) — rank(z) < rank’(z) — rank(x) = rank(v) — rank(z)

peningum 4 hnitana { trénu, en betta er pridjungur af pvi sem til er. Sidan notum vid 1
auka pening til ad borga laun.

3. x er vinstra-vinstra barn



Hér gildir ad rank’(z) = rank(z). Vid purfum ad bata vid
A = rank’(y) + rank’(z) — rank(z) — rank(y)

peningum { kerfid. Nu gildir rank(y) > rank(x), rank’(y) < rank’(z) og rank’(z) <
rank’(z). bvi feest ad

A < 2 (rank’(z) — rank(z)) = 2 (rank(z) — rank(z))
Tokum eftir ad rank’(z) > rank(x) pvi hluttréd undir = er sterra eftir 4. Ef rank’(x) >
rank(z) pa dugar ad nota rank’(x) — rank(x) > 1 sem vid eigum { afgang til ad borga

laun. Ef hins vegar rank’(x) = rank(z) pd tokum vid peninga af trjdnum. Tokum eftir
ad paer A < 0 og vid sjaum ad

rank(r) < rank(y)rank(z) = rank’(z) = rank(x)

og pvi hlytur jafnadarmerkid ad gilda alls stadar. Tokum eftir ad tw(z)+tw’(z) < tw'(x)
svo ef rank’(z) = rank’(z) pé fengist ad

tw’(m) > tW(CL’) + tW,(Z) > 2rank(m) + Qrank’(z) —9. 2rank(:c) _ 2rank(:c)+1 _ 2rank’(a:)+1

sem er métsdgn, skv. skilgreiningu 4 rank’. Pvi gildir ad rank’(z) < rank’(x) og breyt-
ingin { kerfinu er

A = rank’(y) + rank’(z) — rank(y) — rank(z) < rank’(z) — rank’(z) < 0

bar sem A er heiltala hlytur ad verda a.m.k. einn peningur afgangs sem vid getum notad
til ad borga laun.

4. x er hagra-vinstra barn.

Sonnunin hér er ndkvaemlega eins og { tilfelli 3 pad eina sem parf ad gera er ad finna
aukapeninginn pegar rank’(z) = rank(x). Eins og sést 4 mynd gildir

rank(z) < rank(y) < rank(z) = rank’(x) = rank(z)



og pvi hlytur jafnadarmerkid ad gilda. Tokum eftir ad tw'(z) > tw'(2) + tw'(y). Pa
gildir min{rank’(z), rank’(y)} < rank’(z), pvi annars fengist

tW/(ZL') > tW/(Z) + th(y) > 2rank’(z) + 2rank’(y) _ 2rank’(x)+1

sem er métsogn. Pvi hlytur A < 0 ad gilda og haegt er ad taka pening af trénu til ad borga
laun.

begar = er ekki einu eda tveimur skrefum frd rét er hegt ad nota { mesta lagi
3 (rank’(x) — rank(z)) peninga { hverju skrefi. Samtals verda petta 3 (rank(v) — rank(z))
peningar og +1 er notadur {1 sidasta skrefinu. [

Sonnun. Sonnun & setningu 2.1| Vid tokum eftir pvi ad rank(v) = O(logn) svo ad med hverri
splay adgerd borgum vid { mesta lagi O(logn) peninga. Fjoldi peninga sem vid borgum er
meiri en fjoldi grunnadgerda sem eru framkvemdar. Pvi verdur heildar timaflekjan i mesta
lagi O(mlogn). O
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