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• Öll skrifleg hjálpargögn leyfileg.

• Öll dæmi hafa jafnt vægi

• 5 bestu dæmi af 6 gilda til einkunnar.

• Prófið er 2 tölusettar síður.

1. Ákvarðið hvort eftirfarandi yrðingar séu sannar eða ósannar. Rökstyðjið svarið eða sýnið
mótdæmi

(a) n! = O
⇣
en

2
⌘

(b) Mismunajafnan T (n) = 2T (n/4) + 1 með T (1) = 1 hefur lausnina T (n) = O(1).

(c) log(n)logn = ⌦(nlog logn
)

(d) Ef f(n) = ⌦(n) þá er n! = O(f(n)!)

2. Látum f(n) vera vaxandi fall sem varpar heiltölum, n � 0, yfir í heiltölur. Gefið er að
limn!1 f(n) = 1 (þ.e. hættir aldrei að vaxa).

Lýsið reikniriti sem finnur minnsta i fyrir gefið x þ.a. f(i) � x á tíma O(log(i)).

3. Siggi er staddur í jólaboði þar sem honum býðst að velja konfektmola úr kassa. Kon-
fektmolarnir eru númeraðir frá 1 til n. Siggi veit hvaða molar eru góðir og hverjir eru
ógeðslegir og gefur mola i gildið xi sem er rauntala (mögulega neikvæðar). Þar sem en-
ginn vill borða ógeðslegu molana er brugðið á það ráð að skilyrða valið á molum þannig
að ef Siggi velur mola i þá verður hann líka að taka einn af molunum i+1, i+2 eða i+3

(fyrir i  n� 3). T.d. fyrir n = 6 þá má Siggi velja mola 1 og 4 en ekki bara mola 1 og
3 (því fyrir i = 3 þarf að velja einn af 4, 5 eða 6).

Hjálpið Sigga að hámarka góðgætið þessi jólin, þ.e. summuna af gildunum af öllum
molunum sem hann borðar. (Vísbending: notið kvika bestun)
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• Öll skrifleg hjálpargögn leyfileg.

• Öll dæmi hafa jafnt vægi

• 5 bestu dæmi af 6 gilda til einkunnar.

• Prófið er 2 tölusettar síður.

1. Ákvarðið hvort eftirfarandi yrðingar séu sannar eða ósannar. Rökstyðjið svarið eða sýnið
mótdæmi

(a) n! = O
⇣
en

2
⌘

(b) 4

n
= ⌦(n!)

(c) Mismunajafnan T (n) = 2T (n/2) + log n með T (1) = 1 hefur lausnina T (n) =

O(n log n).

(d) Ef f(n) = O(log n) þá er 2f(n) = O(n)

2. Keyrslutíminn í Quicksort aðferðinni er mjög háður því hvernig vendistakið er valið.
Ef a er listi af lengd n, skilgreinum við tvær aðferðir við að velja vendistakið, (a) nota
miðjustakið a[n/2] og (b) nota miðgildið af a[0], a[n/2] og a[n� 1]. Lýsið reikniriti sem
býr til tvö inntök með tölunum 0, . . . , n� 1 umröðuðum þannig að

• Quicksort sem notar reiknirita (a) fyrir vendistak keyrir á tíma ⇥(n2
) fyrir bæði

inntök

• Quicksort sem notar reiknirit (b) fyrir vendistak keyrir á tíma ⇥(n log n) fyrir fyrra
inntak en ⇥(n2

) fyrir seinna.

Reikniritið sem býr til inntökin ætti alls ekki að taka lengri tíma en O(n log n).

3. Siggi er aftur staddur jólaboði með konfektkassa fyrir framan sig. Konfektmolarnir eru
númeraðir frá 1 til n. Í þetta skiptið eru þeir allir gómsætir og moli i hefur gildi xi.
Frænka hans býður honum að velja allt að k mola úr kassanum en þó með þeim skilyrðum
að ef hann velur mola i þá má hann ekki velja tvo næstu á undan og eftir. Lýsið reikniriti
sem keyrir á margliðutíma sem hámarkar summuna af öllum molunum sem Siggi velur.
Hver er keyrslutími reikniritsins?
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3. Keyrslutíminn í Quicksort aðferðinni er mjög háður því hvernig vendistakið er valið.
Ef a er listi af lengd n, skilgreinum við tvær aðferðir við að velja vendistakið, (a) nota
miðjustakið a[n/2] og (b) nota miðgildið af a[0], a[n/2] og a[n� 1]. Lýsið reikniriti sem
býr til inntök með tölunum 0, . . . , n� 1 umröðuðum þannig að

• Quicksort sem notar reiknirita (a) fyrir vendistak keyrir á tíma ⇥(n2

)

• Quicksort sem notar reiknirit (b) fyrir vendistak keyrir á tíma ⇥(n log n)

Reikniritið sem býr til inntakið ætti alls ekki að taka lengri tíma en O(n log n). Útskýrið
í stuttu máli af hverju tímaflækjan á (a) og (b) er sú sem beðið er um.

The running time of Quicksort is dependent on the choice of pivots. If a is a list of length n, we
define two methods for choosing the pivot element, (a) use the middle element a[n/2], (b) use the
median of a[0], a[n/2], a[n � 1]. Give an algorithm which constructs an input with the numbers
0, . . . , n � 1 permuted such that Quicksort using method (a) runs in time ⇥(n2

) and using (b)
runs in time ⇥(n log n). The algorithm which constructs the input should run in time no more
than O(n log n). Briefly show why the running times of (a) and (b) are as requested.

4. Jón sendir Gunnu SMS skilaboð, s, af lengd n. Því miður duttu öll tákn út, s.s. bil, punkt-
ar og kommur og skilaboðin því ólæsileg. Gunna er með orðabók, D og getur flett upp
orði á O(1) tíma. T.d. ef inntakið er mikiðdjöfullerþettapróferfittmaður
ætti meiningin að vera ljós
Jón sends Gunna a text message, s, of length n. Alas, all punctuation marks have been lost and
the text is rendered useless. Gunna has a dictionary, D, and can look up words in O(1) time.

(a) Notið kvika bestun og búið til reiknirit til að ákvarða hvort hægt sé að túlka skila-
boðin sem runu orða á O(n2

) tíma. Sýnið endurkvæmu jöfnuna sem þið notið við
gerð reikniritsins og jaðartilfelli.
Use dynamic programming and create an algorithm to determine if the message can be
interpreted as a list of words in O(n2

) time. Show the recursive formula and all corner
cases.

(b) Lýsið í stuttu máli hvernig má finna a.m.k. eina skiptingu á skilaboðunum í runu
orða.
Briefly explain how to find at least one partition of the text into a list of words.
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3. Siggi er staddur jólaboði með konfektkassa fyrir framan sig. Konfektmolarnir eru núm-
eraðir frá 1 til n. Í þetta skiptið eru þeir allir gómsætir og moli i hefur gildi xi. Frænka
hans býður honum að velja allt að k mola úr kassanum en þó með þeim skilyrðum að ef
hann velur mola i þá má hann ekki velja tvo næstu á undan og eftir. Lýsið reikniriti sem
keyrir á margliðutíma sem hámarkar summuna af öllum molunum sem Siggi velur. Hver
er keyrslutími reikniritsins?

4. Látum G = (V,E) vera stefnd net og e vera legg í netinu. Gefið reiknirit sem ákvarðar á
línulegum tíma hvort að til sé stefndur hringur (þ.e. hringur þar sem stefnan er sú sama á
öllum leggjum) sem inniheldur e.

5. Fyrir n⇥ n fylki A viljum við reikna út töluna

R = max

1i,jn

Aij⇣Pn
j=1 Aij

⌘
· (Pn

i=1 Aij)

þ.e. stærsta talan þegar deilt er með summu dálks, margfaldað með summu raðar.

(a) Lýsið samhliða reikniriti til að finna R sem minnstan T1(n) tíma. Rökstyðjið tíma-
greininguna.

(b) Hve margir örgjörvar geta nýst við samhliða keyrslu á reikniritinu ykkar?

6. Kassaþekja er bestunarverkefni þar sem gefnir eru n rétthyrningar af stærð a1⇥b1, . . . , an⇥
b1 og stór rétthyrningur af stærð A⇥B. Bestunarverkefnið er að finna hámarksflatarmál
stóra rétthyrningsins sem er hægt að þekja með litlu rétthyrningunum þannig að engir
tveir litlir rétthyrngar skarist og allir litlu rétthyrningarnir passi inn í stóra rétthyrninginn.

(a) Setjið þetta verkefni fram sem ákvörðunarverkefni (þ.e. svarið er já/nei)

(b) Sýnið að ákvörðunarverkefnið er NP-complete. (Vísbending: hugsið um hvort sé
hægt að fylla svæðið).
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